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In [Vi4] Vinberg has given a lemma relating Z-lattices of signature (n, 1) having
a cofinite reflection group with certain positive definite, reflective sublattices, i.e.
sublattices having a root system of maximal rank. This paper contains a detailed
investigation of the existence of non reflective positive definite lattices in high
dimensional genera. As a consequence of these results and Vinberg’s lemma, the
maximal dimension of Z-lattices of signature (n, 1) with a cofinite reflection group
is determined to be n+1=22.  1996 Academic Press, Inc.
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EINLEITUNG
Bezeichne V einen reellen Vektorraum versehen mit einer symmetrischen
Bilinearform ( , ) der Signatur (n, 1). Fu r v # V mit (v, v){0 ist die
Spiegelung




eine Isometrie auf V. Ist v ein Vektor mit (v, v)>0, so induziert sv eine
Isometrie auf dem n-dimensionalen hyperbolischen Raum Hn: Die Menge
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Durch C+R>0 ist ein Modell des hyperbolischen Raumes gegeben. Die
Gruppe O+(V) aller Isometrien von V, die C+ invariant lassen, induziert
die volle Isometriegruppe des Hn, und eine Spiegelung sv liegt genau dann
in O+(V), wenn (v, v)>0 ist.
Ein LorentzGitter L ist ein Z-Gitter vom vollen Rang auf V, fu r das
(L, L)Z ist. Die Spiegelungsgruppe von L definieren wir als
W(L)=(sv | v # L primitiv, (v, v)>0, sv(L)=L).
Die Gruppe W(L) hei?t coendlich, wenn O(V)W(L) von endlichem Ma?
ist. Das ist gleichbedeutend damit, da? W(L) von endlichem Index in O(L)
ist.
Wir werden in dieser Arbeit die maximale Dimension von Lorentz
Gittern mit coendlicher Spiegelungsgruppe bestimmen. Diese Ergebnisse
ordnen sich in Untersuchungen von Spiegelungsgruppen auf dem hyper-
bolischen Raum ein. Genauer induziert die coendliche Spiegelungsgruppe
eines LorentzGitters L in der oben beschriebenen Weise eine coendliche,
arithmetische Spiegelungsgruppe auf dem Hn, die, falls L isotrop ist, einen
nicht kompakten Fundamentalbereich besitzt. Jede maximale solche
Gruppe ist auch von der Form W(L) fu r ein LorentzGitter L. Fu r die
genauen Zusammenha nge siehe [Vi1, Vi4].
Zur Klassifikation der coendlichen, arithmetischen Spiegelungsgruppen
auf dem Hn liegen wesentliche Ergebnisse von Vinberg [Vi4] und Nikulin
[Ni1, Ni2] vor, vollsta ndig ist sie bis jetzt nur in Spezialfa llen (siehe z.B.
[Vi3], [Sh]) und kleinen Dimensionen gelungen ([S-W], [Wal]).
Den Bezeichnungen Vinbergs folgend, nennen wir ein LorentzGitter mit
coendlicher Spiegelungsgruppe auch reflektiv. Ein positiv definites Gitter
hei?t reflektiv, wenn sein Wurzelsystem ein Teilgitter von maximalem Rang
erzeugt. (Unter dem Wurzelsystem eines Gitters verstehen wir hier die
Menge der primitiven Vektoren des Gitters, deren zugeho rige Spiegelungen
das Gitter invariant lassen. Im Unterschied zu anderen Definitionen lassen
wir bei Wurzeln also auch La ngen ungleich 1 und 2 zu.) Eine Beziehung
zwischen den Begriffen hat Vinberg in [Vi2, Vi4] hergestellt, es gilt:
Lemma Ist L ein reflektives LorentzGitter und c # L isotrop, so ist das
positiv definite Gitter c = Zc reflektiv.
Mittels der Konstruktion nicht reflektiver, positiv definiter Gitter und
deren Einbettung in LorentzGitter hat Vinberg [Vi4] gezeigt, da? es
LorentzGitter mit coendlicher Spiegelungsgruppe nur in Dimensionen
kleiner als 31 geben kann. Das bezu glich der Dimension gro ?te Beispiel
wurde von Borcherds angegeben, es handelt sich dabei um das gerade
Teilgitter des unimodularen Gitters I(21, 1) der Signatur (21, 1) ([Bo]). Mit
detaillierten Untersuchungen zur Existenz nicht reflektiver, positiv definiter
104 FRANK ESSELMANN
File: 641J 204503 . By:CV . Date:17:10:96 . Time:10:50 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 2658 Signs: 1992 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
Gitter in Geschlechtern hoher Dimensionen kommen wir in dieser Arbeit
zu folgendem Resultat:
Theorem 1. Fu r n22 und n=20 existieren keine LorentzGitter der
Signatur (n, 1), die eine coendliche Spiegelungsgruppe haben. Fu r n=21 ist
die Spiegelungsgruppe des geraden Teilgitters von I21, 1 die einzige mazimale
Gruppe dieser Art.
In dieser Arbeit habe ich bei einigen der angegebenen Gitter auf
ausfu hrliche Beweise ihrer Nicht-Reflektivita t verzichtet. Der interessierte
Leser sei auf [Es] verwiesen.
Diese Arbeit entstand im Rahmen einer Diplomarbeit unter der
Betreuung von Herrn Prof. Rudolf Scharlau. Ich mo chte mich an dieser




Sei V ein positiv definiter Vektorraum u ber Q und L ein Gitter auf V.




v fu r alle w # V.
Ein Vektor v # L hei?t Wurzel von L, wenn v primitiv in L ist, und
die zugeho rige Spiegelung sv das Gitter L invariant la ?t. Dann ist
2v(v, v) # L>. Bezeichne RL die Menge aller Wurzeln von L. Sowohl RL wie
auch (RL)(k) , die Menge aller Wurzeln der La nge k von L, sind
Wurzelsysteme auf den von ihnen erzeugten Vektorra umen, d.h., sie sind
die Vereinigung irreduziebler Komponenten An , Bn , Cn , Dn , E6 , E7 , E8 ,
F4 und G2 .
Fu r eine Menge M von Vektoren aus V bezeichne (M) das Z-Erzeugnis
der Vektoren aus M. Ist (RL) vom vollen Rang in L, so hei?t L reflektiv.
Ist ein positiv definites Z-Gitter L reflektiv, so ist auch jeder orthogonale
Summand von L reflektiv (siehe z.B. [Vi4], Kor. 1.12).
Betrachten wir das Wurzelsystem eines Gitters, so kommt zu der
Struktur, wie sie durch das Dynkin-Diagramm dargestellt wird, noch die
La nge der Wurzeln hinzu. Es besteht also aus den mit : # N"[0] skalierten
Komponenten :R, mit R # [An , Bn , Cn , Dn , E6, 7, 8 , F4 , G2]. Die mo glichen
La ngen von Wurzeln die in einem Gitter vorkommen ko nnen sind durch
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die Determinante beschra nkt: Da v primitiv in L ist, hat (2v(v, v))+L in
L>L die Ordnung (v, v) oder (v, v)2. Also haben wir:
Lemma 1.1. Sei d der gro hte Elementarteiler von L in L> und v # RL .
Dann ist (v, v) ein Teiler von 2d.
Aus der Kenntnis der Determinanten der Wurzelgitter und der La nge
ihrer Wurzeln ergibt sich unmittelbar:
Lemma 1.2. Sei p{2, 3 eine Primzahl. Sei R ein Wurzelsystem, das
keine Vektoren mit durch p teilbarer La nge besitzt und fu r das det(R) # pZ
ist. Dann entha lt R fu r ein geeignetes : eine irreduzible Komponente
R$ # [:Ap&1, :A2p&1 , :A3p&1 , ...]. Insbesondere ist rang(R)  p&1.
Eine Realisierung der Wurzelsysteme wird in [Hum] angegeben. Soweit
wir nicht explizit eine andere angeben, legen wir diese im Folgenden zu
grunde.
Die Gruppe L>L hei?t Gluegruppe von L und Vertreter der
Nebenklassen hei?en Gluevektoren. U blicherweise werden diese Vertreter so
gewa hlt, da? sie von minimaler La nge in den Nebenklassen sind. Fu r die
Wurzelgitter werden solche Vektoren in [C-S2] angegeben, wir u ber-
nehmen die dortigen Bezeichnungen.
1.2. Geschlechter
P bezeichne einerseits die Menge aller Primzahlen und andererseits ein
Vertretersystem der endlichen Bewertungen von Q. Den gewo hnlichen
Absolutbetrag bezeichen wir mit  bzw. in Anlehnung an die Notation
von Conway und Sloane als &1-Bewertung. Dementsprechend steht P
bzw. P&1 fu r ein Vertretersystem aller Bewertungen von Q.
Fu r ein Z-Gitter setze L[ p] :=LZp . Durch L[ p]=L0 = pL1 =
p2L2 = } } } mit unimodularen Li sei eine Jordanzerlegung von L u ber Zp
gegeben. Im folgenden werden wir das Geschlechterkalku l von Conway
und Sloane [C-S3] verwenden. Ich gebe zuna chst einige Notationen und
Sachverhalte an, die wir im weiteren Verlauf der Arbeit nutzen. Alle
Begriffe werden fu r quadratische Formen anstatt fu r Gitter erkla rt.
Fu r eine quadratische Form f sei die Jordanzerlegung u ber Zp durch
f = f1+ pfp+ p2fp2+ } } } +qfq+ } } }
gegeben, dabei ist q eine p-Potenz und fq unimodular.
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Bekannterma?en ist fu r p{&1, 2 die Komponente qfq durch q,
nq :=dim fq , =q :=(
det fq
p ) und somit f u ber Zp durch das wie folgt definierte
p-adische Symbol
Sp( f ) :=1=1n1p=pnp } } } q=qnq } } }
bestimmt. Fu r =q schreiben wir an Stelle von \1 kurz \. Fu r p=2 sind
die Invarianten von qfq durch die Skalierung q den Typ Sq mit Sq :=I, falls
fq ungerade, und Sq :=II, falls fq gerade ist, die Dimension nq :=dim fq , das
Vorzeichen =q :=(det fq2) und die oddity tq von fq gegeben (siehe [C-S3],
Chap. 15, 7.3).
Ist fq ungerade, so schreiben wir das 2-adische Symbol von qfq als
S2(qfq) :=q=qnqtq oder S2(qfq) :=q
=qnq
I ,
letzteres, wenn der Wert von tq nicht von Interesse ist. Ist fq gerade, so
schreiben wir
S2(qfq) :=q=q nq oder S2(qfq) :=q=qnqII .
Fu r eine Form der Dimension 0 setze Sq=II und =q=+. Ein 2-adisches
Symbol S2( f ) der Form f ist nun durch die Folge der Symbole der ein-
zelnen Jordankomponenten gegeben. Da die Jordanzerlegung u ber Z2 nicht
eindeutig ist, gilt das gleiche auch fu r das 2-adische Symbol. Die zula ssigen
A nderungen die zu einem eindeutigen Symbols fu hren werden in [C-S3],
Chap. 15, 7.5 beschrieben. Ein so normiertes Symbol hei?t kanonisches
2-adisches Symbol von f, schreibe S2( f ). Zwei Formen sind genau dann
2-adisch a quivalent, wenn ihre kanonischen 2-adischen Symbole
u bereinstimmen ([C-S3], 7.6).
Geben wir im folgenden den Wert des Vorzeichens =q nicht an, so
bedeutet das, da? er sich aus den angegebenen Invarianten berechnet. Dies
stimmt nicht mit der Konvention in [C-S3] u berein.
Fu r die Existenz von Formen u ber Zp mit vorgegebenen p-adischen Sym-
bolen ergeben sich durch elementare Rechnungen die folgenden Bedingungen:
Lemma 1.3. [C-S3, Chap. 15, 7.7.] Sei q= pl. Genau dann existiert zu
einem p-adischen Symbol q=n, q=nt oder q
=n
S eine q-modulare Form mit diesem
Symbol, wenn gilt:
(i) Ist p{2 und n=0, so ist ==+1.
(ii) Sei p=2. Ist n=0, so ist S=II und ==+1. Ist n=1, so ist
entweder ==+1, t#\1 mod 8 oder ==&1, t#\3 mod 8.
Ist n=2 und S=I, so ist entweder ==+1, t#0, \2 mod 8 oder ==&1,
t#4, \2 mod 8.
Fu r beliebige n ist t#n mod 2. Ist S=II, so ist t#0 mod 8.
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Fu r die globale Situation ergibt sich:
Lemma 1.4. (vgl. [C-S3, Chap. 15, 7.7.]) Sei f eine quadratische Form
u ber Z mit den p-adischen Symbolen Sp( f ), p # P&1 . Dann gilt:
(i) Die Determinantenbedingung: Ist d=det( f ) und d= p:a mit
ggT(a, p)=1, so ist das Produkt der =q in dem Symbol Sp( f ) gleich dem
Wert von ( ap). Fu r fast alle p # P beschreibt das p-adische Symbol nur eine
unimodulare Komponente.
(ii) Die oddity-Bedingung:
signatur( f )+ :
p3
p-excess( f )#oddity( f ) mod 8.
(iii) Jedes Sp( f ) genu gt den in 1.3 angegebenen Bedingungen.
Fu r die Definition von p-excess ( f ) siehe [C-S3], Chap. 15. Die Formel
(ii) wird oddity-Formel genannt.
Bemerken wir noch, wie sich aus den p-adischen Symbolen p-excess und
oddity modulo 8 berechnen (sie sind nur modulo 8 Invarianten): Bezeichne









Von 1.4 gilt auch die Umkehrung:
Satz 1.5 [C-S3, Chap. 15, 7.7, Theorem 11]. Ist fu r alle p # P&1 ein
System von p-adischen Symbolen gegeben, das den Bedingungen aus 1.4
genu gt, so gibt es u ber Z eine quadratische Form mit diesen p-adischen
Symbolen.
Die p-adischen Symbole werden in einem einzigen Geschlechtssymbol
zusammengefa?t, es hat die Form Ir, s( } } } ) oder IIr, s( } } } ).
Fu r die Bestimmung des Geschlechts ist nicht immer die Angabe aller
Invarianten erforderlich. Das gilt insbesondere fu r die uns im folgenden
interessierenden Geschlechter, bei denen fu r alle p # P die Jordanzerlegung
nur aus einer unimodularen und einer p-modularen Jordankomponente
besteht. Sei N ein solches Geschlecht und N # N. Dann ist N[ p] fu r
p{2 durch det N, dim N und =p bestimmt. Insbesondere berechnet sich
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mit diesen Invarianten der p-excess. Kennt man weiter die Signatur, so
berechnet sich mit der oddity-Formel die oddity.
Betrachten wir das Geschlecht an der Stelle 2: Ist d=2ld $=det N und
ggT(d $, 2)=1, so ist (d $2)==0=1 , und es ist oddity (N)#t0+t1+4k2 mit
k2=1 falls =1=&1 und 0 sonst. Unter Verwendung dieser Formeln zeigt
man leicht:
Lemma 1.6. Sei N # N mit N[2]=N0 = 2N1 . Bezeichne S0 , S1 den Typ
von N0 bzw. N1 und n0 , n1 die Dimension von N0 bzw. N1 . Dann ist N[2]
durch
det N, oddity(N), S0 , n0 , S1 , und n1
bestimmt.
Ein Geschlecht N mit den oben beschriebenen Eigenschaften wird also
durch ein Geschlechtssymbol der Form
(S0)r, s(2n1S1 p
=1m1




1.3. Notationen fu r positiv definite Gitter und Auszu ge der Listen von
Conway und Sloane
Im wesentlichen u bernehme ich die Schreibweise positiv definiter Gitter
von Conway und Sloane ([C-S2]). In bezeichnet das Gitter Zn, versehen
mit dem Standardskalarprodukt. Durch [e1 , ..., en] sei eine Orthonor-
malbasis gegeben. Ein rechter unterer Index an einem Vektor gibt dessen
La nge an. So kann ein eindimensionales Gitter als (u:) und als (:)











: & } \
:
2<k<:=
ein Vertretersystem der Gluegruppe von (:). Jeder dieser Vertreter ist von
minimaler La nge in seiner Nebenklasse.
Seien R1 , ..., Rk Wurzelsysteme und die [x1 , ..., yl], ..., [x$1 , ..., y$l]
Gluevektoren des Gitters (R1 , ..., Rk(:1), ..., (:l)). Schreiben wir ein Gitter
in der Form
(R1 , ..., Rk(:1), ..., (:l), [x1 , ..., yl], ..., [x$1 , ..., y$l]) =In ,
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so sei vorausgesetzt, da? (R1 , ..., Rk(:1), ..., (:l), [x1 , ..., yl], ..., [x$1 , ..., y$l])
keine Vektoren der La nge 1 entha lt, und alle Vektoren der La nge 2 aus
(R1 , ..., Rk(:1), ..., (:l), [x1 , ..., yl], ..., [x$1 , ..., y$l]) in den Ri liegen.




1 , ..., ;
2
k2 ; ...; #1; ...; #l) sind die ein-
zelnen den R1 , ..., (:l) zugeho rigen Komponenten durch Semikolons getrennt.
Mit (a1 , ...(ak , ..., al)r ..., an) wird der Vektor bezeichnet, wo r mal die
Komponente ak , ..., al wiederholt wird.
Die im folgenden angegebenen Gitter wurden, soweit sie nicht schon
la nger bekannt sind, von Conway und Sloane [C-S2, C-S1] konstruiert.
Keines der Gitter entha lt einen Vektor der La nge 1, und die Vektoren der
La nge 2 sind genau die, die in den angegebenen Wurzelsystemen liegen. Ist
ein Gitter unimodular, so ist das Wurzelsystem also unmittelbar abzulesen.
Ich habe die Notation der hier vorgestellten angepa?t.
Gitter Geschlecht
(E8) II8(1)
(D12 , [1]) I12(1)
(A15 , [4]) I15(1)
(D16 , [1]) II16(1)
(D8 D8 , [1 2], [2 1]) I16(1)
(A11 D7(3), [1 1 13]) I19(1)
(A24 , [5]) II24(1)




(D9(12), [1 14]) I10(3
+1)




(E6(15), [1 13]) I7(5
&1)
(D7(20), [1, 14]) I8(5
+1)
( (6)) II1(21I 3
&1)
(A2(21), [1 13]) I3(7
&1)
(D5(28), [1 14]) I6(7
+1)
(A2A1(66), [1 1 16]) I4(11
&1)
(A3(84), [1, 14]) II4(3
+17&1)
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1.4. Darstellungen
Die Gitter L, N und M seien ganzzahlig. Fu r einen Q-Vektorraum V
setzen wir V[ p] :=VQp . Wir sagen, da? M das Gitter L teilt, wenn fu r
ein geeignetes Gitter N die orthogonale Summe von M und N (wir
schreiben M=N) isometrisch zu L ist.
Bezeichne L ein Geschlecht von Gittern. Wird M von einem Gitter aus
L (primitiv) dargestellt, oder teilt M ein Gitter aus L, so sagen wir, da?
M von L (primitiv) dargestellt wird, bzw., da? M das Geschlecht L teilt.
Es ist wohlbekannt, da? fu r Z-Gitter M und L, wo fu r alle p # P das
Gitter M[ p] durch L[ p] dargestellt wird, folgt, da? M von dem Geschlecht
von L dargestellt wird (z.B. [OM], 102:5). Genauer gilt:
Satz 1.7. Seien M und L regula re Z-Gitter. Wird fu r alle p # P das
Gitter M[ p] von L[ p] ( primitiv) dargestellt, so wird M von dem Geschlecht
von L ( primitiv) dargestellt.
Teilt M[ p] das Gitter L[ p] fu r alle p # P , so teilt M das Geschlecht
von L.
Es bleibt also bei allen Fragen nach Darstellungen durch ein Geschlecht
nur die lokale Situation zu untersuchen. Bescha ftigen wir uns zuna chst mit
der Teilbarkeit u ber Zp .
Zwei Gitter sind u ber Zp isometrisch, wenn ihre p-adischen Symbole
u bereinstimmen. Um zu zeigen, da? ein Gitter M[ p] ein Gitter L[ p] teilt,
genu gt es, die Existenz eines Gitters N[ p] zu zeigen, so da? die Symbole
von M[ p] =N[ p] und L[ p] u bereinstimmen. Die Existenzbedingungen aus
1.3 beantworten also in jedem Einzelfall die Frage. Allgemein la ?t sich
folgendes sagen:
Lemma 1.8 [Vi4, Prop. 20]. Seien L und M Gitter u ber Zp , und M sei
unimodular. Fu r p=2 sei M weiter gerade. M teilt L in den folgenden Fa llen:
(i) Es ist p{2, L unimodular, dim Ldim M+1.
(ii) Es ist p=2, L gerade und unimodular, dim Ldim M+2.
(iii) Es ist p=2, L ungerade und unimodular, dim Ldim M+3.
(iv) Es ist p=2, L=L0 = 2L1 , wobei L0 , L1 ungerade und unimodular
sind, und dim L0dim M+2 ist.
Ein Beweis wird in [Vi4] gegeben. Mit den vorbereitenden
Bemerkungen ergibt sich auch ein Beweis analog zu:
Lemma 1.9. Seien L und M unimodulare ungerade Z2 -Gitter. M teilt L,
wenn dim Ldim M+3 ist.
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Beweis. Sei S2(M)=1 =$n$t$ und S2(L)=1
="n"
t" . Da n"&n$3 und
n"&n$#t"&t$ mod 2 ist, existiert nach 1.3 ein N mit S2(N)=1 ="=$(n"&n$)t"&t$ .
Mit der Berechnung des 2-adischen Symbols ergibt sich, da? L$M=N ist.
Kommen wir jetzt zu der allgemeinen Frage, wann M u ber Zp von L
dargestellt wird. Die Existenz einer Isometrie MYL ist gleichbedeutend
mit der Existenz eines Gitters M$ und Gluevektoren v1 , ..., vl von M=M$,
so da? (M=M$, v1 , ..., vl) $L ist.
Da Gitter u ber Zp , p{2, vollsta ndig zerfallen, genu gt es hier eindimen-
sionale Komponenten zu betrachten. Sei q= pk mit p{2 und k # N. Seien
Zpv und Zpw mit leerem Schnitt, (v, w)=0, (v, v)=qx, (w, w)=qy und
p-adischen Symbolen Sp(Zpv)=q:1 bzw. Sp(Zpw)=q;1 gegeben. Offen-
sichtlich existiert ein Gluevektor u=(1q) v+(kq) w mit (u, u) # Zp und
ggT(k, p)=1 genau dann, wenn k2x#&y mod q lo sbar, also (xp)=
(&yp) ist. Das ist genau dann der Fall, wenn p#1 mod 4, :;=+1 oder
p#&1 mod 4, :;=&1 ist.
Offensichtlich ist (v, w, u) unimodular mit p-adischem Symbol 1:;2. Die
Gitter Zpv und Zp w sind primitiv in (v, w, u). Damit ergibt sich nun
leicht:
Lemma 1.10. Sei p{2 und q= pk fu r ein k # N. Sei L ein unimodulares
Zp-Gitter mit Sp(L)=1=n.
(i) M wird von L primitiv dargestellt, wenn Sp(M)=1$k und
kn&1 ist.
(ii) M wird von L primitiv dargestellt, wenn Sp(M)=1$(k&1)q#1 und
entweder
(a) kn&2,
(b) k=n&1, p#1 mod 4, $== oder
(c) k=n&1, p#&1 mod 4, $=&= ist.
(iii) M wird von L dargestellt, wenn Sp(M)=1$(n&2)q#2 ist, und
entweder
(a) p#1 mod 4, $==, #=+1 oder
(b) p#&1 mod 4, $=&=, #=&1 ist.
Mit 1.8 und den Rechenregeln fu r das Geschlechtssymbol ergibt sich
ebenfalls leicht:
Lemma 1.11. Seien L und M Z2 -Gitter. In den folgenden Fa llen wird M
von L primitiv dargestellt:
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(i) Es ist S2(M)=1$kII und S2(L)=1
=n
II mit nk+2.
(ii) Es ist S2(M)=1$kII und S2(L)=1
=(k+1)
t mit (t2)==$.










1.5. Gitter mit maximaler orthogonaler Gruppe
In diesem Abschnitt sind mit Gittern durchga ngig Z-Gitter gemeint.
Neben positiv definiten Gittern, die im folgenden auch als euklidische
Gitter bezeichnet werden, betrachten wir auch LorentzGitter, d.h. solche
der Signatur (n, 1).
Sei L ein Gitter mit orthogonaler Gruppe O(L). Eine Wurzel von L ist
ein primitiver Vektor v # L mit (v, v)>0, dessen zugeho rige Spiegelung sv
das Gitter L invariant la ?t. Bezeichne RL die Menge der Wurzeln von L
und W(L) die von den zugeho rigen Spiegelungen erzeugte Untergruppe
von O(L). Vinberg folgend ([Vi4]) hei?t ein LorentzGitter L reflektiv,
wenn [O(L) : W(L)]< ist.
Fu r den Zusammenhang von reflektiven euklidischen und reflektiven
LorentzGittern ist folgender von Vinberg bewiesener Sachverhalt wesent-
lich:
Lemma 1.12 [Vi2, Th. 3, Th. 4; Vi4, Prop. 26]. Sei L ein reflektives
LorentzGitter. Dann ist fu r jeden isotropen Vektor c # L das euklidische
Gitter c=Zc reflektiv.
Als Folgerung ergibt sich ein handlicheres Kriterium:
Lemma 1.13 [Vi4, Prop. 27]. Angenommen ein reflektives Lorentz
Gitter L hat die Form L=M = N fu r ein euklidisches Gitter M und ein
isotropes Gitter N. Dann ist M reflektiv.
Bei der Untersuchung von maximalen orthogonalen Gruppen kann man
sich auf Gitter bestimmter Gestalt beschra nken: Sei p eine Primzahl, R=Z
oder R=Zp und L ein ganzzahliges, regula res Gitter u ber R. Dann hei?t
L p-elementar, wenn L>L$ZpZ_ } } } _ZpZ ist. Das ist offensichtlich
a quivalent zu pL>L. Ist L ein Z-Gitter und L[ p] p-elementar, so hei?t L
lokal p-elementar.
Fu r einen Vektorraum oder ein Gitter bezeichne ein linker oberer Index
immer eine Skalierung des Skalarproduktes. Mit diesen Bezeichnungen gilt:
Lemma 1.14 [Vi4, Props. 21, 22]. Jedes ganzzahlige Gitter L kann in
ein ganzzahliges Gitter L$QL eingebettet werden, so dah L$ lokal
p-elementar fu r alle p # P und O(L)O(L$) ist.
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Weiter gibt es ein Gitter L" p(QL) vom gleichen Rang wie L$ mit
O(L$)=O(L") und:
(i) Fu r alle p # P ist L" lokal p-elementar.
(ii) Fu r alle p # P ist die Dimension der unimodularen Jordankom-
ponente in L"[ p](=L"Zp) gro her oder gleich der Dimension der
p-modularen Jordankomponente.
Mit Blick auf die Elementarteiler im dualen Gitter hei?en ein Gitter
und sein Geschlecht mit den Eigenschaften (i) und (ii) aus 1.14 stark
quadratfrei.
Zum Beweis dieser Aussagen verwendet man die von Watson [Wa1,
Wa2] eingefu hrten Abbildungen Ep und Fp (vgl. [Vi4], Prop. 21, 22).
Mit L ist auch L$ reflektiv, und die Reflektivita t von L$ ist a quivalent zu
der von L". Verwendet man noch die Surjektivita t der von Ep induzierten
Abbildung cls M [ cls(EpM) (cls M bezeichnet die Isomorphieklasse von
M), so ergibt sich, da? aus der Existenz eines nicht reflektiven Gitters in
jedem euklidischen, stark quadratfreien Geschlecht der Dimension S schon
die Existenz eines nicht reflektiven Gitters in jedem euklidischen Geschlecht
der Dimension S folgt.
Ist RL isotrop, dim L3 und hat fu r jedes p # P eine Komponente der
Jordanzerlegung von L u ber Zp mindestens den Rang 2, so entha lt das
Geschlecht gen L bekannterma?en nur eine A quivalenzklasse von Gittern
(vgl. [OM], S. 105). Ein solches einklassiges Geschlecht hei?t reflektiv,
wenn die Gitter aus diesem Geschlecht reflektiv sind. Wir haben also:
Ist jedes Geschlecht stark quadratfreier Gitter der Signatur (S, 1), S2,
nicht reflektiv, so existiert in keinem Geschlecht der Signatur (S, 1) ein
reflektives Gitter.
Um die Existenz eines nicht reflektiven Gitters in einem euklidischen
Geschlecht zu zeigen, genu gt es, ein nicht reflektives Gitter anzugeben, das
dieses Geschlecht teilt. Im Fall eines LorentzGitters ist dagegen noch die
Isotropie des orthogonalen Komplements zu zeigen. Dazu verwenden wir
neben der wohlbekannten Tatsache, da? jedes mindestens 5 dimensionale
indefinite Gitter isotrop ist, noch folgendes Lemma, da? sich aus 1.8
ergibt:
Lemma 1.15. Sei N ein Geschlecht von LorentzGittern, so dah fu r
N # N gilt: Fu r jedes p # P hat die unimodulare Komponente von N[ p]
mindestens den Rang 5. Dann spaltet N eine hyperbolische Ebene H ab.
Setzen wir voraus, dah in L[ p] an Stelle der unimodularen Komponente die
2-modulare Komponente vom Rang gro her als 4 ist, so spaltet N eine mit 2
skalierte hyperbolische Ebene 2H ab.
114 FRANK ESSELMANN
File: 641J 204513 . By:CV . Date:17:10:96 . Time:10:50 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 2841 Signs: 1898 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
2. NICHT REFLEKTIVE GITTER IN GESCHLECHTERN
MIT PRIMZAHLDETERMINANTE
Gerade Geschlechter mit einer Primzahldeterminante ungleich 2 sind
von der Form IIn( p+1) oder IIn( p&1). Aus 1.4 und 1.5 ergibt sich sofort:
Lemma 2.1. Das Geschlecht IIn( p+1) existiert genau dann, wenn
n#&( p&1) mod 8 ist, und das Geschlecht IIn( p&1) existiert genau dann,
wenn n#&( p&1)&4 mod 8 ist.
Vinberg hat fu r seinen Beweis einer Dimensionsschranke bereits die
Existenz nicht reflektiver Gitter in den Geschlechtern II14(3+1), II12(5+1),
II10(7+1) und
II2( p+1) fu r p{7, p#7 mod 8,
II4( p+1) fu r p{5, p#5 mod 8,
II6( p+1) fu r p{3, p#3 mod 8,
II8( p+1) fu r p#1 mod 8
gezeigt ([Vi4]). (Bei der Konstruktion werden nur Dimension und Deter-
minante angegeben, der genaue Typ ergibt sich mit dem Existenzsatz 2.1.)
Betrachten wir also die Geschlechter IIn( p&1) fu r p{2. Ein gerades
Gitter der Determinante p kann nur Wurzeln der La nge 2 und 2p haben.
Somit zerfa llt fu r p{3 das Wurzelsystem in irreduzible Komponenten, die
aus den Wurzeln der La nge 2, und in irreduzible Komponenten, die aus
den Wurzeln der La nge 2p bestehen. Jede einzelne ist also von der Form
An , Dn , E6 , E7 , E8 oder pAn , pDn , pE6 , pE7 , pE8 . Fu r p=3 kann ferner
das Wurzelsystem G2 vorkommen.
Einiges la ?t sich bereits anhand des Geschlechtssymbols u ber das
Wurzelsystem eines Gitters aussagen: Ist K ein a-modulares Untergitter
von L u ber einem Dedekindring o, so spaltet K genau dann ab, wenn
(K, L)a ist (siehe z.B. [OM], 82:15). Ist also p # P"[2] und pRRL mit
det(R) # Z*p , so spaltet ( pR)[ p] in L[ p] ab.
Damit ergibt sich:
Lemma 2.2. Sei p # P"[2] und L ein Gitter mit Sp(L)=1=np$1. Sei v eine
Wurzel von L mit (u, v)=kp und ggT(k, p)=1. Dann ist $=(kp).
Lemma 2.3. (a) Sei p#1 mod 8. In den Geschlechtern II4( p&1)
existieren keine reflektiven Gitter.
(b) Sei p#7 mod 8, p{7. In den Geschlechtern II6( p&1) existieren
keine reflektiven Gitter.
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Beweis. Zu (a): Sei L # II4( p&1). Ist L reflektiv, so ist det(RL) # pZ2.
Da L keine Wurzeln der La nge 2p besitzt (2.2), folgt mit 1.2, da? der Rang
von L gro ?er oder gleich p&1 sein mu ?te.
(b) folgt analog. K
Gleiches gilt natu rlich fu r alle geraden Gitter mit Primzahldeterminante
ungleich 5 in der Dimension 4. Die orthogonalen Gruppen solcher Gitter
wurden genauer von Kitaoka [Ki] untersucht. Aus Rechnungen seiner Arbeit
liest man leicht ab, da? der Rang des Wurzelsystems immer kleiner als 3 ist.
Bei der Untersuchung der u brigen Geschlechter verwenden wir jetzt
folgende Grundidee: Wird ein Wurzelsystem R, das nur aus Vektoren
der La nge 2 besteht, von einem Gitter N des betrachteten Geschlechts
dargestellt, so ist, da Vektoren der La nge 2 immer Wurzeln sind, RN $R.
Ist der Rang von R gro?, so gibt es nur wenige Wurzelsysteme R$$R, die
vom gleichen Rang wie N sind und von denen gegebenenfalls R${RN
gezeigt werden kann. Ist der Rang von (R) nicht maximal in N, folgt so
die Nichtreflektivita t von N.
Um die Frage nach der Darstellbarkeit von R durch das betrachtete
Geschlecht zu beantworten, greifen wir auf 1.10 und 1.11 zuru ck. Die
Berechnung der p-adischen Symbole erfolgt mittels 1.3, 1.4 und der Kenntnis
der Gluegruppen der Wurzelgitter, so berechnet sich z.B. fu r (An) das Vor-
zeichen einer r= pl{1 modularen Jordankomponente als ((n(n+1)r)p),
da (An) >(An) zyklisch mit Erzeugendem [1] der La nge (n+1) n ist.
Wir geben im folgenden nur die Geschlechtsinvarianten an, die im
Zusammenhang relevant sind.
Lemma 2.4. (a) Sei p#3 mod 8, p{3, 11.
(i) Ist p#&1 mod 3, so existiert in dem Geschlecht II2( p&1) ein
nicht reflektives Gitter.
(ii) Ist p#1 mod 3, so existiert in dem Geschlecht I3( p&1) ein nicht
reflektives Gitter.
(b) Sei p#3 mod 8, p{3, 11. In dem Geschlecht II10( p&1) existiert
ein nicht reflektives Gitter.
(c) Sei p#5 mod 8, p{5. In den Geschlechtern II8( p&1) existiert ein
nicht reflektives Gitter.
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Mit den Existenzbedingungen ergibt sich sofort, da? N # II2( p&1) ist. Da
N nicht die 2 darstellt, sind pA1 pA1 und pA2 die einzig mo glichen
Wurzelsysteme vom Rang 2. In beiden Fa llen ist det(RN)  pZ2.
Zu (a) (ii): 1. Das Gitter (A2) wird von I3( p&1) dargestellt: Fu r
q # P"[2, 3, p] ist Sq((A2) )=12 und Sq(M)=13. Weiter ist
Sp((A2) )=1(3p) 2=1&2, Sp(N)=1&2p&1,
S3((A2) )=1&13&1, S3(N)=1( p3) 3=1+3,
S2((A2) )=1&2II , S2(N)=1
&3
1 .
Die Behauptung folgt mit 1.10 und 1.11.
2. Sei N # I3( p&1) nun das Gitter, das (A2) darstellt. Angenommen
N ist reflektiv. Dann entha lt RN nach 1.2 eine Wurzel der La nge p oder 2p.
Also ist (A2( pA1)) oder (A2( p2A1)) vom vollen Rang in N. Aber keines
der Gitter hat eine Determinante aus pZ2.
Zu (b). 1. Mit 1.10 und 1.11 ergibt sich, da? das Gitter (A8) von
dem Geschlecht II10( p&1) primitiv dargestellt wird.
2. Es gibt kein reflektives Gitter N # II10( p&1), das (A8) primitiv
darstellt: Angenommen ein solches Gitter N existiert. Zuna chst ist E8 RN
auszuschlie?en, denn dann wa re A8 E8 . Aber (A8) ist nicht primitiv in
(E8). Mit 1.2 ergibt sich, da? rang ( (RN)(2))<10 ist.
Angenommen es ist rang ( (RN)(2)) =9: Da A8 (RN)(2) ist, entha lt
(RN)(2) eine irreduzible Komponente R mit A8 R, also ist R=E8 , A8 ,
D8 , A9 oder D9 . Den Fall, da? E8 (RN)(2) ist, haben wir bereits
ausgeschlossen. Da det(A8)=9  4Z2 ist, ist A8 3 D8 . Ist R=A9 oder
R=D9 , so entha lt RN ein Teilwurzelsystem A9 pA1 bzw. D9 pA1 . Aber es ist
weder det(A9 pA1) =20p noch det(D9 pA1) =8p aus pZ2.
Es bleibt nur R=A8 . Dann ist (RN)(2)=A8 A1 und RN=A8A1( pA1).
Man sieht leicht, da? (A8) dann, im Widerspruch zu 1., nicht primitiv in
N sein kann.
Es bleibt der Fall zu betrachten, da? rang ( (RN)(2)) =8 ist. Nach
obigen Rechnungen ist dann (RN)(2)=A8 . Fu r RN bleiben die
Mo glichkeiten RN=A8( pA2) und RN=A8( pA1)( pA1). In keinem Fall ist
det(RN) # pZ2.
Zu (c): Es sind die Fa lle p#1 mod 3 und p#&1 mod 3 zu
unterscheiden. Sei zuna chst p#1 mod 3.
1. Mit 1.10 und 1.11 ergibt sich, da? (E6 A1) von II8( p&1)
dargestellt wird.
2. Sei N das Gitter, das (E6A1) darstellt. Nach 1.2 hat N kein
Wurzelsystem, das vom vollen Rang ist und nur aus Wurzeln der La nge 2
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besteht. Falls N reflektiv ist, bleibt RN $E6 A1( pA1), was wegen der
Determinanten nicht mo glich ist.




Das Geschlecht von K berechnet sich leicht als II2(3&1p&1).
1. Mit 1.10 und 1.11 ergibt sich, da? (E6) = K von II8( p&1)
dargestellt wird.
2. Sei N das Gitter, das (E6) = K darstellt. K ist primitiv in N,
also ist (E6) ==K. Somit liegt jede Wurzel der La nge 2p in K. Aber K
stellt fu r p{5 keine Vektoren der La nge 2p dar. Nach 1.2 besitzt N
kein Wurzelsystem vom vollen Rang, das nur aus Vektoren der La nge 2
besteht. K
Aus unseren Betrachtungen haben wir bislang Geschlechter der Form
IIn(3&1), IIn(5&1), IIn(7&1) und IIn(11&1) ausgenommen. Diese Fa lle
werden wir in Kapitel 5 behandeln.
3. KONSTRUKTIONSMETHODEN FU R GITTER MIT
QUADRATFREIEN ELEMENTARTEILERN
Fu r ein v # L> bezeichne L(v=p) den Kern der linearen Abbildung
v=p : L  RpR
w [ (w, v) mod p.
Ist v # L>"pL>, so ist L(v=p) vom Index p in L. Ist umgekehrt ein Gitter
M vom vollen Rang und Index p in L gegeben, so existiert ein Vektor





Sei L ein Z-Gitter. Fu r q{p ist L(v =p)Zq=LZq und u ber Zp ist
L(v=p)Zp=(LZp)(v=p). Damit ergibt sich:
Lemma 3.1. Seien L und v # L>"pL> gegeben. Genau dann ist L(v=p)
(lokal ) p-elementar, wenn L (lokal ) p-elementar, v # (L[ p]) und (v, v)#0
mod p ist.
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U ber Z2 sind noch weitere Eigenschaften eines Gitters von Interesse.
Ist durch
L=L0 = 2L1 = 4L2 = } } }
eine Jordanzerlegung von L u ber Z2 gegeben, so hei?t L 2-gerade, wenn L1
gerade ist und totalgerade, wenn alle Li gerade sind. Ist L 2-elementar, so
ist 2L>=2L0 = 2L1 . Also ist L genau dann 2-gerade, wenn (v, v)#0 mod 4
fu r alle v # 2L> ist. Elementare Rechnungen ergeben:
Lemma 3.2. Seien L und v # L>"2L> so gegeben, da? L(v=2) (lokal )
2-elementar ist. Genau dann ist L(v=2) 2-gerade, wenn L 2-gerade und
(v, v)#0 mod 4 ist.
3.1. 2-elementare Gitter
Wir formalisieren jetzt die sukzessive Anwendung der Abbildung v=2:
Zu einem Gitter N seien v1 , ..., vk mit
vi # N >+Z
v1
2
+ } } } +Z
vi&1
2
gegeben. Dann sind die Gitter N0 :=N, Ni :=Ni&1(v=2i ) fu r i=1, ..., k wie





+ } } } +Z
vi&1
2
ist. Fu r w # NQ setze nun w :=w+2N >. Mit den obigen vi sei
G :=(v 1 , ..., v k) . Offensichtlich ist dann
Nk=[u # N | (u, vi)#0 mod 2 fu r i=1, ..., k]
=[u # N | (u, v)#0 mod 2 fu r alle v mit v # G].
Setzen wir also
N(G=2) :=[u # N | (u, v)#0 mod 2 fu r alle v mit v # G].
Fassen wir die wesentlichen Eigenschaften von Gittern dieser Form
zusammen:
Satz 3.3. Es seien N und G=(v 1 , ..., v k) mit vi # N >i&1"2N
>
i&1 gegeben.
(i) Es ist N(G=2)>=N >+Z(v12)+ } } } +Z(vk2).
(ii) Genau dann ist N(G=2) (lokal ) 2-elementar, wenn N (lokal )
2-elementar, vi # N (vi # N[2]) und (vi , vj)#0 mod 2 fu r i, j # [1, ..., k] ist.
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Sind die vi # N, so ist G eine Untergruppe von N2N > und insbesondere
2-elementar.
(iii) Ist N(G=2) (lokal) 2-elementar, so ist N(G=2) genau dann
2-gerade, wenn N 2-gerade und (vi , vi)#0 mod 4 fu r i=1, ..., k ist.
Da wir an nicht reflektiven Gittern mo glichst kleiner Dimension inter-
essiert sind, ist zu bemerken:
Lemma 3.4. Ist v # N"(2N > & N) mit (v, v)=2, so ist
N(v=2)=Zv = (v= & N).
Beweis. Die eine Inklusion ist offensichtlich. Gleichheit folgt, da
2 } det N von det(v= & N) geteilt wird (siehe z.B. [Kn2], 27.4). K
3.2. Wurzeln 2-elementarer Gitter
Fu r eine Wurzel v eines 2-elementaren Gitters gilt (v, v)=1, 2 oder 4. Sei
N im folgenden ein 2-elementares, ganzzahliges Z-Gitter und G :=
(v 1 , ..., v k) dN2N > so, da? N(G=2) 2-elementar ist. Fu r den Fall, da? die
Wurzeln von N bekannt sind, werden wir einige Regeln fu r die Bestimmung
der Wurzeln von N(G=2) aufstellen.
Fu r eine Menge AN setze:
A(v=2i ) :=[v # A | (v, vi) # 2Z],
A(G=2) :=[v # A | (v, u) # 2Z fu r alle u mit u # G],
A(l ) :=[v # A | (v, v)=l].
Fu r die Bestimmung der Wurzeln der La nge 4 von N(G=2) sind die
Mengen 2N(G=2)> und 2N(G=2)>"2N > von Interesse. Fassen wir G nicht
nur als Untergruppe von N2N > auf, sondern auch als Teilmenge von N,
so ist 2N(G=2)> durch G und 2N(G=2)>"2N > durch G* :=G"[0 ] gegeben.
Setze demgema ?:
G(l ) := .
v # N, v # G
(v+2N >)(l ) .
Fu r G* ist entsprechend:
G*(l ) := .
v # N, v # G, v {0
(v+2N >)(l ) .
Sei N ein 2-elementares Gitter mit Wurzelsystem RN . Alle Vektoren der
La nge 1 und 2 sind Wurzeln. Die Wurzeln der La nge 4 sind gerade die
primitiven Vektoren aus 2N > & N=2N >, also ist (RN)(4)=(2N >"2N)(4) .
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Lemma 3.5. Sei N 2-elementar und GdN2N > so, dah L :=N(G=2)
2-elementar ist. Dann gilt:
(i) (RL)(1)=L(1)=N(1)(G=2)=(RN)(1)(G=2).
(ii) (RL)(2)=L(2)=N(2)(G=2)=(RN)(2)(G=2).
(iii) (RL)(4)=(2L>"2L)(4)=(2N >"2N)(4) _ (2N"2L)(4) _ G*(4)=
(RN)(4) _ (2N"2L)(4) _ G*(4) .
(iv) RL=(RL)(1) _ (RL)(2) _ (RL)(4)=((RN)(1) _ (RN)(2))(G=2) _
(RN)(4) _ G*(4) _ (2N"2L)(4)=(RN)(G=2) _ G*(4) _ (2N"2L)(4) .
Beweis. (i) und (ii) sind klar.
Zu (iii): Es ist (RL)(4)=(2L>"2L)(4) und 2L>=2N > _ G*. Aus
2L2N2N > folgt G* & 2L=< und (2N >"2L)=(2N >"2N) _ (2N"2L).
Damit ergibt sich (iii).
(iv) ist die Zusammenfassung von (i), (ii) und (iii) unter Beru ck-
sichtigung der Tatsache, da? (RN)(4)(G=2)=(RN)(4) ist. K
Fu r die Berechnung von ((RN)(2) _ (RN)(1)(G=2) nehmen wir einige Fa lle
vorweg:
Lemma 3.6. Seien die Wurzelsysteme Dn , An und Bn wie in Abschnitt 1.2
gegeben.
(i) Es ist Dn((1m, 0n&m)=2)=DmDn&m , wobei D1 :=< zu setzen ist.
(ii) Fu r n  2 ist Dn(( 12
n








(iii) Es ist An((1, &1, 0n&1)=2)=A1An&2 .
(iv) Es ist Bn((1n)=2)=Dn .
Der Beweis ist in allen Fa llen klar.
Die Bestimmung der Mengen (2N"2L)(4) bereitet offensichtlich keine
Schwierigkeiten. Das entscheidende Problem besteht in der Bestimmung
von G*(4) . Sie wird durch folgende Betrachtungen erleichtert:
Setzen wir fu r ein v # N:
&v & :=min[(u, u) | u # v+2N >].
Ist N 2-elementar und 2-gerade, so zeigen elementare Rechnungen:
(i) Fu r jedes u # v+2N > ist (u, u)#(v, v) mod 4 und somit ins-
besondere &v &#(v, v) mod 4.
(ii) Fu r v  2N > ist (v+2N >)(4) {< genau dann, wenn &v &=4 ist.
Insbesondere folgt aus (v, v)0 mod 4, da? (v+2N >)(4)=< ist.
(iii) Ist w # N mit (w, v)#0 mod 2, so ist &w +v &#&w &+&v & mod 4.
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Folgerung 3.7. Sei N 2-elementar und 2-gerade, und sei v # N mit
(v, v)#2 mod 4. Dann berechnet sich das Wurzelsystem von L :=N(v=2) als:
RL=RN(v=2) _ (2N"2L)(4) .
Ist N nicht reflektiv, so ist auch L nicht reflektiv.
Beweis. L ist 2-elementar. Weiter ist (v+2N >)(4)=<, und somit ergibt
sich die Gestalt des Wurzelsystems mit 3.5. Die Vektoren aus (2N"2L)(4)
sind Vielfache von Vektoren der La nge 1 aus N und liegen somit in (RN).
Also ist (RL) (RN). K
In der obigen Situation gilt sogar O(L)O(N).
4. KONSTRUKTION NICHT REFLEKTIVER,
2-ELEMENTARER GITTER
Verweisen wir zuna chst auf die Geschlechter, in denen bekannterma?en
nicht reflektive Gitter existieren: Vinberg hat gezeigt, da? es fu r jedes s,
0s12, in dem Geschlecht II24(22sII ) ein nicht reflektives Gitter gibt
([Vi4], Prop. 29). Daru ber hinaus ist bekannt, da? es unimodulare nicht
reflektive Gitter der Dimension 19 gibt, z.B. ist (A11D7(3), [1113]) # I19(1)
nicht reflektiv. Das BarnesWall Gitter besitzt keine Wurzeln, es ist das
einzige nicht reflektive Gitter in dem Geschlecht II16(28II).
Als ein geeigneter Ausgangspunkt fu r die Konstruktion nicht reflektiver
Gitter hat sich N :=(D16 , ( 12
16
)) erwiesen. Dabei sei D16=[v # I16 | (v, v)
=2]I16 und [e1 , ..., e16] bezeichne eine Orthonormalbasis von I16 .
N ist unimodular und gerade mit RN=D16 . Gesucht sind Untergruppen
GdN2N, so da? N(G=2) nicht reflektiv und gegebenenfalls totalgerade ist.
Wie oben dargelegt, spielt dabei die Struktur von N2N eine wichtige Rolle.
Wa hlt man geeignete Vertreter in den Klassen, so hat man:
Lemma 4.1. Es ist |N2N|=216, dabei bestehen 215 Nebenklassen aus
Vektoren mit ganzzahligen und 215 aus Vektoren mit nicht ganzzahligen
Koordinaten. Die Mengen V1 und V2 bilden zusammen ein Vertretersystem:
V1=[ei1\ei2 , ei1+ei2+ei3\ei4 , ei1+ei2+ei3+ei4+ei5\ei6 ,
e1+ei2+ei3+ei4+ei5+ei6+ei7\ei8 , 2e1 , 0,
| i1<i2<i3<i4<i5<i6<i7<i8 und ik # [1, ..., 16]]
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ej | [k] _ I _ J=[1, ..., 16],








Alle Vertreter aus V1 und V2 sind von minimaler La nge in ihrer Nebenklasse.
Die Vektoren der La nge 4 in (D16 , ( 12
16
)) sind von der Form




), j=0, ..., 8. Offensichtlich ist
(ei1+ei2+ei3\ei4+2N)(4)=[\(ei1+ei2+ei3\ei4), \(&ei1&ei2+ei3\ei4),
\(&ei1+ei2&ei3\ei4), \(&ei1+ei2&ei3 ei4)], (2e1+2N)(4)=[\2ei ,









Alle im folgenden konstruierten Gitter sind 2-elementar. Daher ist die
Bestimmung des Geschlechts einfach: Es genu gt den Typ der unimodularen
und der 2-modularen Komponente, sowie Dimension und Determinante
des Gitters zu bestimmen (1.6).
Kommen wie zuna chst zur Konstruktion nicht reflektiver 2-elementarer
Gitter als Untergitter von N. Es ist RN=D16 , also insbesondere
(RN)(1)=< und (RN)(4)=<.
Setze w1 :=(14, 012), w2 :=(02, 14, 010), w3 :=(04, 14, 08), w4 :=
(06, 14, 06), und G2 :=(w 1 , w 2 , w 3 , w 4) . Es ist (wi , wj)#0 mod 2. Fu r die
Elemente aus G2 ko nnen folgende Vertreter aus V1 gewa hlt werden:
0, w1 , w2 , w3 , w4 ,
w1+w2 #(12, 02, 12, 010), w1+w3 #(18, 08),
w1+w4 #(14, 02, 14, 06), w2+w3 #(02, 12, 02, 12, 08),
w2+w4 #(12, 08, 16), w3+w4 #(04, 12, 02, 12, 06),
w1+w2+w3 #(12, 04, 12, 08), w1+w2+w4 #(12, 02, 16, 06),
w1+w3+w4 #(16, 02, 12, 06), w2+w3+w4 #(02, 12, 04, 12, 06),
w1+w2+w3+w4 #(12, 06, 12, 06).
Sei G$2 eine der Gruppen 0 , (w 1), (w 1 , w 2) , (w 1 , w 2 , w 3) oder
(w 1 , w 2 , w 3 , w 4). Setze G3 :=(G$2 , ( 12
16
)). Es ist (( 12
16





))=4. Weiter ist (G3)(4) ( (G$2)(4) , ( 12
16
)) leicht zu zeigen.
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Lemma 4.2. Mit den obigen Bezeichnungen sei G :=(G3 , e15&e16).
Dann ist N(G=2) nicht reflektiv und, je nach Wahl von G$2 , aus einem der






I ) oder II16(2
12
I ).
Beweis. Da? die Gitter aus den angegebenen Geschlechtern sind, folgt
mit 3.3. Betrachten wir fu r die Berechnung der Wurzelsysteme zuna chst das
Gitter N$ :=N((G$2)=2). Fu r i=0, ..., 4 ist (RN$) (2)=(RN)(2)(w1 } } } wi)=2=
D16 , D4 D12 , (D2)3D10 , (D2)4 D8 , bzw. (D2)5 D6 .
Mit der oben angegebenen Liste der Vertreter ist fu r jede Wahl von G$2
die Menge (G$2)(4) leicht zu berechnen, insbesondere folgt, da? RN$ von der
Form RN$=R$Dk fu r ein k # [6, 8, 10, 12, 16] ist. Dabei ist (R$, Dk)=0,
und Dk ist als Teilmenge von Ze16&k+1+ } } } +Ze16 gegeben. Setze
N"=N$(( 12
16
)=2). Dann ist N"=N(G=23 ) fu r G3 wie oben. Also ist (RN")(4)=
(G3)(4) ( (G$2)(4) , ( 12
16
)).
Mit 3.6 berechnet sich (RN")(2) als (RN")(2)=R$(2)(( 12
16
)=2) Ak&1 . Also ist
RN" von der Form RN"=R"Ak&1 fu r ein R" mit (R", Ak&1)=0.
Setze L :=N"((e15&e16)=2)=N(G=2). Da N" 2-gerade und (2N)(4)=<
ist, berechnet sich RL nach 3.7 als:
RL=(R"Ak&1)((e15&e16)=2)
=R"Ak&3A1 .
Also ist rang(RL)<rang(RN")16. K
Um jetzt weitere nicht reflektive Gitter zu konstruieren, die daru ber
hinaus auch noch totalgerade sind, u bertragen wir einige der Rechnungen
aus 4.2 auf das Gitter K :=(D16 , ( 12
16
))=I4 .
Bezeichne [e17 , ..., e20] eine Orthonormalbasis von I4 . Offensichtlich ist
K unimodular und nicht gerade. Das gerade Teilgitter ist durch
K((016; 14)=2) gegeben. Entsprechend ist K(G=2) gerade, wenn (016; 14) # G
ist. Es ist RK=D16B4 .





; 0, 0, 1, 1). Es sei G$2 # [(0 ), (w 1), (w 1 , w 2), (w 1 , w 2 , w 3)]
und G :=(G$2 , w 0 , v ). Mit diesen Bezeichnungen gilt:
Lemma 4.3. Das Gitter K(G=2) ist nicht reflektiv und, je nach Wahl






Beweis. Da? die Gitter aus den angegebenen Geschlechtern sind, folgt,
da K(G=2) gerade ist, mit 3.3. Fu r die Berechnung des Wurzelsystems setze
zuna chst K$=K((G$2 , w 0) =2)=N(G2$=2) = I4(w=20 ). Dann ist
RK$=RN(G2$=2)RI4(w0=2) .
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Fu r die Berechnung von RN(G2$=2) ko nnen wir also auf 4.2 zuru ckgreifen.
Mit den dortigen Bezeichnungen gilt:
RK$=R$DkRI4(w0=2) .
Setze L :=K$(v=2). Da K$ gerade ist, folgt mit 3.5:
RL=R$(v=2)Ak&1 RI4(w0=2)(v
=2) _ (v+2K$>)(4) .
Da? L nicht reflektiv ist, ergibt sich jetzt, da
(v+2K$>)(4)  .






Es bleibt jetzt noch, einige nicht reflektive, 2-elementare Gitter zu
konstruieren, die nicht aus dem Umfeld von (D16 , ( 12
16
)) stammen. Wir
gehen dabei von Gittern aus, wie sie in Abschnitt 1.3 beschrieben werden.
Lemma 4.4.
(a) Setze N :=(D12 , [1]) = I1 , v :=e1&e2 , w :=( 12
12
;1) und
G :=(v , w ). Das Gitter L :=N(G=2) ist nicht refektiv aus dem Geschlecht
I13(24I ).
(b) Setze N :=(A15, [4]) = I5 , v :=(14
15
, &154 14; 1
5)20 , w :=(1, &1, 014; 05)
und G :=(v , w ). Das Gitter L :=N(G=2) ist nicht refektiv aus dem
Geschlecht II20(24I ).







Gitter L :=N(v=2) ist nicht reflektiv aus dem Geschlecht I16(22II).
Beweis. Zu (a): L ist ungerade, da z.B. (2, 011; 1) # L ist. Das
Geschlecht von L ergibt sich mit 3.3. N ist unimodular mit RN=D12B1 .
Es ist (v, v)=2 und (v+w, v+w)=6. Somit ist (v+2N)(4)=









Zu (b): Man zeigt leicht, da? L aus dem angegebenen Geschlecht ist. Da
das Minimum in (15)+2I5 gleich 5 ist, ist (v+2N)(4)=<. Sei [e17 , ..., e21]
eine Orthonormalbasis von I5 , dann ergibt sich ganz analog zum obigen
Beweis: RL=A1 A13D5 _ [\2e17 , ..., \2e21].
Zu (c): Das Geschlecht von L berechnet sich mit 3.3. Durch die
Betrachtung der Nebenklassenzerlegung von 2N nach (D8D8) u berzeugt
man sich leicht davon, da? (v+2N)(4)=[\v] ist. Da N keinen Vektor der
La nge 1 entha lt, ist (2N)(4)=< und somit RL=(RN)(v=2) _ (v+2N)(4)=
A7A7 _ [\v]. K
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Die nun folgenden Aussagen sind mit analogen Mitteln sehr leicht zu
zeigen, ich verzichte daher auf eine Ausfu hrung der Beweise.






)=2) ist nicht reflektiv aus
dem Geschlecht II16(22I ).
Das Gitter (A15 , [4])(e1&e2)=2 ist nicht reflektiv aus dem Geschlecht
I15(22I ).




; 1)=26 ) ist nicht reflektiv aus dem
Geschlecht I13(22I ).
Das Gitter (A24 , [5])((1, &1, 023)=2) ist nicht reflektiv aus dem
Geschlecht II24(22I ).
Aus 3.7 lassen sich noch einige allgemeine Folgerungen ziehen.
Lemma 4.6. Ist N ein ungerades, 2-elementares, 2-gerades und nicht
reflektives Gitter mit dim N#\2 mod 8, so ist das gerade Teilgitter von N
ebenfalls nicht refektiv.
Beweis. Fu r ein positiv definites, 2-elementares, 2-gerades Geschlecht
der Dimension n ergibt sich mit den Existenzbedingungen (Abschnitt 1.3),
da? n#0, 4 mod 8 ist. Ist N ein ungerades, 2-elementares, 2-gerades Gitter
mit dim N#\2 mod 8, so ist das gerade Teilgitter N% also 2-elementar
und nicht 2-gerade. N% ist vom Index 2 in N, also von der Form N(v=2)
fu r ein geeignetes v # N. Nach 3.2 ist (v, v)#2 mod 4. Mit 3.7 folgt die
Behauptung. K
Lemma 4.7. Setze N :=(A11 D7(3), [1 1 13]) = I3 und v :=(1, &1, 0
10;
07; 1; 13). Dann ist N nicht reflektiv aus dem Geschlecht I22(1), und N(v=2)
ist nicht reflektiv aus dem Geschlecht I22(22II).
Beweis. Da? N nicht reflektiv aus dem angegebenen Geschlecht ist,
ergibt sich aus der Tabelle in Abschnitt 1.4. Mit 3.3 berechnet sich
das Geschlecht von N(v=2) und mit Rechnungen wie in 4.4 das Wur-
zelsystem. K
Wenden wir nun 4.6 auf diese Gitter an, so ergibt sich:
Folgerung 4.8. Seien N und N(v=2) wie in 4.7 gegeben. Die geraden
Teilgitter sind nicht reflektiv und aus den Geschlechtern II22(22I ) bzw.
II22(24I ).
In dem geraden Teilgitter von N(v=2) spaltet ein Vektor der La nge 2 ab:
Man u berzeugt sich leicht davon, da? das gerade Teilgitter N% von N
durch N((012; 07; 1; 13)=2) gegeben ist. Setze w :=(012; 07; 1; 13). Dann ist
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N(v=2)(w=2) das gerade Teilgitter von N(v=2), und wegen v+w#(1, &1,
021) mod N ist N(v=2)(w=2)=N(v=2)((1, &1, 021)=2). Also folgt mit 3.4,
da? (1, &1, 021) abspaltet.
Folgerung 4.9. In dem Geschlecht II21(23I ) existiert ein nicht reflektives
Gitter.
In einigen der bis jetzt konstruierten Gitter spaltet ein Vektor der La nge
2 ab (3.4), es existieren also nicht reflektive Gitter mit um eins kleinerer
Dimension.
Folgerung 4.10. Es existieren nicht reflektive Gitter in den






I ), und II15(2
11
I ) (4.2), I12(2
3
I )
(4.4), II19(23I ) (4.4), II23(2
1
I ) (4.5), I14(2
1
I ) (4.5).
5. KONSTRUKTION NICHT REFLEKTIVER GITTER
KLEINER DETERMINANTE
In den Dimensionen, wie wir sie in Kapitel 3 betrachtet haben, sind alle
Gitter der Determinanten 3, 5 und 7 reflektiv. Um dennoch zu einer
scharfen Dimensionsschranke fu r die Existenz von LorentzGittern mit
coendlicher Spiegelungsgruppe zu kommen, haben wir eine gro ?ere Anzahl
von Gittern mit den Determinantenteilern 2, 3, 5 und 7 zu konstruieren.
Daru ber hinaus behandeln wir den Fall p=11.
Seit langem bekannt sind die nicht reflektiven Gitter in den
Geschlechtern II12(3+6) (das CoxeterTodd Gitter) und II8(5+4). Fu r
Untersuchungen der Wurzelsysteme siehe z.B. [S-V].
Sei L ein Gitter, von dem die Nichtreflektivita t zu zeigen ist. Entweder
ist L in einer Notation wie in Abschnitt 1.3 gegeben, oder fu r ein Ober-
gitter N und v # N > ist L=N(v=p) wie in Kapitel 3 definiert. Da wir
im folgenden auch Gitter betrachten, die lokal p-elementar aber nicht
p-elementar sind, ist an Stelle der Gruppe NpN > dann N( pN > & N) von
Interesse. Fu r v # N > setze also v :=v+( pN > & N) und
N((v 1 , ..., v k) =p) :=[u # N | (u, vi)#0 mod p, i=1, ..., k].
Wurzeln von L, deren La nge von p{2 geteilt wird, liegen in der Menge
pL> & L.
Teilt p nicht die Determinante von N, so ist pN > & N(v=p)= pN fu r jedes
v # N >. Ist daru bier hinaus (v, v)#0 mod p, so ergibt sich:
pN(v=p)> & N(v=p)= pN+Zv (1)
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Es sei noch bemerkt, da? eine Wurzel w von N(v=2), die keine Wurzel
von N ist, notwendigerweise eine La nge kongruent zu 0 modulo 4 hat.
Lemma 5.1. In dem Geschlecht II6(22II7
&1) existiert ein nicht reflektives
Gitter.
Beweis. Das Gitter N :=(A2(21), [1 13]3) = I3 ist aus dem Geschlecht
I6(7&1). Setze v :=(03; 1; 13) und L :=N(v=2). Man u berpru ft leicht, da? L
das gerade Teilgitter von N und
L=(A2(4 } 21) D3 , [1 16 2]4)
ist. L ist lokal 2-elementar (3.1), 2-gerade (3.2) und das 7-adische Symbol
von L stimmt mit dem von N u berein, also ist L # II6(22II7
&1). Ange-
nommen das Wurzelsystem von L besteht nur aus Vektoren der La ngen 2
und 4, und L ist reflektiv. Dann ist det(RL) # 28Z2, und mit 1.2 folgt, da?
RL von der Form 2A6 ist. Das ist nicht mo glich, da L das Wurzelsystem
A2D3 entha lt. Nach 2.2 besitzt L keine Wurzeln der La ngen 14 und 28. K





Beweis. Zu (i): Setze N : =(E6(15), [1 13]3) = I1 und v :=(08; 1; 1).
Dann ist L :=N(v=2) das gerade Teilgitter von N und man berechnet
leicht:
L=(E6(4 } 15)(4), [1 16
1
2]4).
L ist lokal 2-elementar und 2-gerade (3.1, 3.2), und es ist L[5]=N[5] . Also
ist L # II8(22II5
&1). Das Wurzelsystem von L kann nicht vom vollen Rang
sein und nur aus Vektoren der La nge 2 und 4 bestehen, denn dann mu ?te
det(RL) # 4 } 5Z2 sein und somit RL eine Komponente der Form A4 oder
2A4 enthalten (1.2). L entha lt keine Wurzeln der La nge 10 oder 20, da
(E6(4)) ==( (4 } 15)) ist.
Zu (ii): Setze N :=(D7(20), [1 14]) = I4 und v :=(0
7; 1; 14). Dann ist
L :=N(v=2) das gerade Teilgitter von N. Man sieht leicht, da?
L=(D7(20) D4 , [1 14 2]4)
ist. Aus der Tabelle in Abschnitt 1.4 ergibt sich, da? N # I12(5+1) ist. Mit
3.1 und 3.2 folgt, da? L # II12(22II5
+1) ist.
Bezeichne [e9 , ..., e12] eine Orthonormalbasis von I4 . Dann ist N(1)=
[\e9 , ..., \e12] und (RN)(1) _ (RN)(2)=D7 B4 . Damit ist (RL)(1)=< und
(RL)(2)=(RN)(2)=D7D4 .
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Sa mtliche Wurzeln der La nge 4 sind aus 2L> _ L=2N >+Zv
((2N >"2N) & N) _ 2N _ (v+2N >). Da N keine Wurzeln der La nge 4 hat,
und (v+2N >)(4)=< ist, haben wir: (RL)(4)=2N(4)=[\2e9 , ..., \2e12]
(D4) .
Wurzeln der La nge 10 oder 20 mu ssen in (D7D4)==( (20)) liegen. Die
Vektoren \(07; 1; 04)20 sind keine Wurzeln, da ((0
7; 1; 04), [1 14 2])=5
und somit (07; 1; 04)  2L> ist. K




+1) existieren nicht reflektive Gitter.
Beweis. Setze N :=(D13(4 } 3), [1 14]4) , und fu r v # N setze v :=v+
(2N > & N). Sei v1 :=(14, 09; 0), v2=(04, 14, 05; 0), v3 :=(02, 14, 07; 0) und
G # [0 , (v 1), (v 1 , v 2) , (v 1 , v 2 , v 3)]. Das Gitter N ist gerade mit det
N=3, also ist N aus dem Geschlecht II14(3+1). Je nach Wahl von G, ist
das Gitter N(G=2) aus einem der oben angegebenen Geschlechter (3.1, 3.2).





Setze K :=(D13)(G=2)=( (4 } 3)). Dann ist N(G=2)=K+Zu.
1. Das Wurzelsystem von N(G=2) entha lt keine Komponente der
Form G2 , denn (RN)(2) ist eine der Mengen: D4D9 , D4D4 D5 , (D2)4D5 .
Also entha lt (RN)(2) keine Komponente A2=(G2)(2) .
2. Es gibt in N(G=2) keine Wurzeln der La nge 6 oder 12: Jede solche
Wurzel wu rde in (D13(G=2)) ==( (4 } 3)) liegen. Aber die Vektoren
\(013; 1)12 sind keine Wurzeln, da ((0
13; 1), u)=3 ist.
3. Jede Wurzel der La nge 2 oder 4 von N(G=2) liegt in (D13(G=2)) ,
sie erzeugen also ho chstens ein Gitter vom Rang 13: Wie man leicht sieht
ist N(2)=D13 und somit (N(G=2))(2)=D13(G=2). Zerlegt man N(G=2) in
Nebenklassen nach K, so pru ft man leicht nach, da? in K+u, K+2u und
K+3u keine Wurzeln der La nge 4 liegen. Somit sind alle Wurzeln der
La nge 4 aus K=(D13)(G=2) = ( (4 } 3)), also aus (D13)(G=2).
Aus 2. und 3. ergibt sich die Nichtreflektivita t von (G=2). K
Lemma 5.4. In dem Geschlecht II10(22II3
+3) existiert ein nicht reflektives
Gitter.
Beweis. Der Tabelle in Abschnitt 1.3 ist zu entnehmen, da? das
Gitter N :=(E6A2A2) aus dem Geschlecht II10(3+3) ist. Setze
v :=(2, 07; 1, &1, 0; 1, &1, 0)8 und L :=N(v=2). Mit 3.1 und 3.2 folgt, da?
L # II10(22II3
+3) ist.
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1. Wurzeln der La nge 2: Es ist (RN)(2)=E6 A2A2 und
A2((1, &1, 0)=2)=[\(1, &1, 0)],
E6((2, 07)=2)=[\ei\ej | 1i, j5, i{j]=D5 .
2. Wurzeln der La nge 4: Die Wurzeln der La nge 4 sind aus
2L> & L=2N(v=2)> & N(v=2)
=2N+Zv
=2N _ (2N+v). (1)
In beiden Mengen gibt es keine Vektoren der La nge 4.
3. Wurzeln der La nge 6: Das von A2 erzeugte Gitter hat ein Wur-
zelsystem vom Typ G2 , die langen Wurzeln sind durch [\(2, &1, &1),
\(&1, 2, &1), \(&1, &1, 2)] gegeben. Nur die Vektoren \(&1, &1, 2)
liegen auch in (A2)((1, &1, 0)=2). Weitere Wurzeln der La nge 6 gibt es in
N nicht, und, da neu hinzukommende Wurzeln eine durch 4 teilbare La nge
haben, ist (RL)(6)=(RN)(6)(v=2).
4. Wurzeln der La nge 12: Jede solche Wurzel liegt in 6L> & L. Es ist
6L>=6 \N >+Z v2+=6N > _ (6N >+3v).
In N gibt es keine Wurzeln der La nge 12, also gibt es in 6N > auch keine
primitiven Vektoren der La nge 12. In 3v+6N > gibt es keinen Vektor der
La nge 12.
Mit 1.  4. ergibt sich fu r das Wurzelsystem RL=D5 A1( 3A1)A1( 3A1). K





&1), (iv) II19(21I 3
&1).
Beweis. Zu (i): Setze N :=(E6E6(3), [1 1 13]) = I5 und v :=(08; 08; 1;
15)8 . Fu r das gerade Teilgitter L :=N(v=2) gilt:
L=(E6E6(4 } 3) D5 , [1 1 16 2])
und L # II18(22II3
&1).
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1. Wurzeln der La nge 2: Es ist N(2)=E6E6 D5 und somit auch
L(2)=E6E6D5 .
2. Wurzeln der La nge 4: N hat keine Wurzeln der La nge 4, also sind
alle Vektoren aus (2N > & N)(4) nicht primitiv in N. Bezeichnet e18 , ..., e22
eine Orthonormalbasis von I5 , so haben wir also: (2N > & N)(4)=
[\2e18 , ...\2e22]. Da (v+2N >)(4)=< ist, ergibt sich: (RL)(4)=
[\2e18 , ...\2e22].
3. Wurzeln der La nge 6 gibt es nicht, da (E6E6 D5) ==( (12)) ist.
4. Es gibt keine Wurzeln der La nge 12 (2.2).
Da [\2e18 , ...\2e22](D5) ist, ergibt sich aus 1.4. die Nicht-
reflektivita t von L.
Zu (ii): Setze N :=(E6 E6(3), [1 1 13]) = I9 , v :=(08; 08; 1; 19) und
L :=N(v=2). Sowohl die Berechnung des Geschlechts wie auch der Beweis
der Nichtreflektivita t von L sind analog zu (i) zu fu hren.
Zu (iii): Setze N :=(A17(6), [3 12]4) , v :=(1, &1, 0
16; 0) und
L :=N(v=2). Offensichtlich ist N gerade mit det N=3, also ist N # II18(3&1)
(2.1). Man sieht sofort, da? N(2)=A17 ist. Da RN keine Komponente der
Form G2 entha lt, sind durch \(018; 1)6 # (A17) = die Wurzeln der La nge
6 von N gegeben. Das Geschlecht von L berechnet sich als II18(22I 3
&1).
1. Wurzeln der La nge 2: Es ist (RL)(2)=A17((1, &1, 016; 0)=2)=
A1A15 .
2. Wurzeln der La nge 6: Da neu hinzukommende Wurzeln eine
durch 4 teilbare La nge haben, ist (RL)(6)=(RN)(6)=[\(018; 1)].
3. Es gibt keine Wurzeln der La nge 12 (2.2).
4. Wurzeln der Lange 4: Da L gerade ist, gibt es keine Vektoren der
La nge 4 die nicht primitiv sind, also ist (RL)(4)=(2N+v)(4)=<.
Mit 1.  4. ergibt sich die Nichtreflektivita t von L.
Da der Vektor (1, &1, 016; 0) in L abspaltet (3.4), ist durch das
orthogonale Komplement ein nicht reflektives Gitter in II17(21I 3
&1)
gegeben.
Zu (iv): Setze L :=(A18(19 } 6), [1 419]6) . Offensichtlich ist L gerade mit
det L=6. Da der Gluevektor von der Ordnung 19 ist, stimmen L und
(A18(19 } 6)) u ber Z3 u berein. Das 3-adische Symbol von (A18(19 } 6))
berechnet sich leicht als S3(A18(19 } 6))=1183&1. Also ist L aus dem
Geschlecht II19(21I 3
&1).
In L gibt es keine Wurzeln der La nge 6 oder 12, da (A18) ==( (19 } 6))
und G23 RL ist.
Wa re L reflektiv, mu ?te es also ein Wurzelsystem haben, das nur aus
Wurzeln der La ngen 2 und 4 besteht und au?erdem eine irreduzible Kom-
ponente vom Rang mindestens 18 als Obermenge von A18 entha lt. Mit der
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Berechnung der Determinante der erzeugten Gitter folgt sofort: A18 3 D18 ,
C18 , 2B18 . Es bleibt nur RL # [A18A1 , A182A1 , A19 , D19 , C19 , 2B19]. In
keinem der Fa lle ist det (RL) # 6Z2. K
In den folgenden Fa llen sind die Gitter immer in der Form L=(M, g)
mit einem Gluevektor g gegeben. Die Mengen (RL)(1) und (RL)(2)
berechenen sich leicht, indem man die Vertreter minimaler La nge von LM
betrachtet. In keinem der Gitter gibt es Wurzeln gro ?erer La nge, wie man
entweder durch Betrachtung von ( (RL)(2)) = oder durch Anwendung von
2.2 sieht. Die Beweise werden nicht ausgefu hrt.
Lemma 5.6. In den folgenden Geschlechtern existieren nicht reflektive
Gitter:
(i) II10(11&1), (ii) I4(11&1), (iii) II14(7&1),
(iv) I3(7&1), (v) I6(7+1), (vi) II4(3+17&1),
(vii) II16(5&1), (viii) I7(5&1), (ix) I8(5+1),
(x) I10(3+1), (xi) I13(3&1).
Beweis. Folgende Gitter sind nicht reflektiv aus den angegebenen
Geschlechtern:
Zu (i): Setze L :=(E7A2(6 } 11), [1 1 16]4) . Zu (ii): Setze L :=
(A2A1(66), [1 1 16]). Zu (iii): Setze L :=(E6 E7(42), [1 1
1
6]) . Zu (iv):
Setze L :=(A2(21), [1 13]). Zu (v): Setze L :=(D5(28), [1
1
4]). Zu
(vi): Setze L :=(A3(84), [1 14]). Zu (vii): Setze L :=(D9E6(12 } 5),
[1 1 112]4). Zu (viii): Setze L :=(E6(15), [1
1
3]). Zu (ix): Setze L :=
(D7(20), [1 14]3). Zu (x): Setze L :=(D9(12), [1
1
4]). Zu (xi): Setze
L :=(E6E6(3), [1 1 13]). K
6. EINBETTUNGEN NICHT REFLEKTIVER GITTER
IN GESCHLECHTER HOHER DIMENSION
In diesem Kapitel werden wir die scharfe Dimensionsschranke fu r die
Existenz von LorentzGittern mit coendlicher Spiegelungsgruppe beweisen:
Theorem 1. Sei N ein Geschlecht von LorentzGittern. N ist nicht
reflektiv, wenn dim N23 oder dim N=21 ist. Ist dim N=22 und N
reflektiv, so ist die orthogonale Gruppe von N eine Untergruppe der
orthogonalen Gruppe von II21, 1(22II).
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Im Verlaufe des Beweises ergibt sich dabei auch folgender Sachverhalt
u ber positiv definite Geschlechter:
Theorem 2. Jedes euklidische Geschlecht der Dimension gro her oder
gleich 21 entha lt ein nicht reflektives Gitter.
Wir haben bereits gesehen, da? es fu r den Beweis beider Aussagen
genu gt, stark quadratfreie Geschlechter zu betrachten. Wird ein positiv
definites Geschlecht N von einem positiv definiten, nicht reflektiven Gitter
L geteilt, so existiert in N ein nicht reflektives Gitter. Wird ein Geschlecht
von LorentzGittern N von einem positiv definiten, nicht reflektiven
Gitter L geteilt, und ist dim L<dim N&4, so folgt mit 1.13, da? N nicht
reflektiv ist.
Es ist klar, da? fu r die Beantwortung der Frage, ob N von L geteilt
wird, nur das Geschlecht von L von Interesse ist. Fu r Geschlechter L und
N schreiben wir L | N, wenn jedes L # L das Geschlecht N teilt. Fu r
p # P schreiben wir L |pN, wenn fu r alle L # L und N # N gilt:
L[ p] | N[ p] .
Im Anhang befindet sich eine Liste von Geschlechtern in denen nicht
reflektive Gitter existieren. Sie umfa?t zum einen die Geschlechter, die wir
in den Kapiteln 2, 4 und 5 behandelt haben. Zum anderen entha lt die Liste
der 2-elementaren Geschlechter auch solche, die das Bild der Abbildung F2
(siehe 1.7) angewandt auf ein nicht reflektives Gitter enthalten und somit
selbst nicht reflektiv sind.
Sei N im folgenden ein stark quadratfreies Geschlecht. Fu r N # N sei
durch N[ p]=N0 = pN1 die Jordanzerlegung von N u ber Zp gegeben. Setze:
n ( p)0 :=dim N0 , n
( p)
1 :=dim N1 , =p :=\det N1p + .
Fu r =2 sei vorausgesetzt, da? es sich um das Vorzeichen im kanonischen
2-adischen Symbol von N handelt. Fu r alle p # P sind die n ( p)0 , n
( p)
1 und =p
also Invarianten des Geschlechts.
Im wesentlichen besteht der Beweis einer Dimensionsschranke nun aus
der Anwendung der Teilbarkeitskriterien in einer Vielzahl von Fa llen.
Der besseren U bersicht wegen stelle ich die Fallunterscheidungen in
tabellarischer Form dar. Eine Tabelle ist vollsta ndig, wenn fu r jedes
Geschlecht N, u ber das in der Behauptung eine Aussage gemacht wird,
gilt:
1. Die Aussagen in den durchgehenden Blo cken treffen auf N zu.
2. Fu r eine Teilliste der Form
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gilt: Treffen A0 , ..., An auf N zu, so auch eine der beiden Aussagen An+1
und An+2.
Eine Liste ist korrekt, wenn fu r ein unten angegebenes Geschlecht L
und ein Geschlecht N mit den Eigenschaften wie sie u ber L in der Tabelle
angegeben sind gilt: L | N. Dies ist mittels 1.8 und 1.9 zu pru fen. In den
von uns betrachteten Fa llen ist L | N klar.
1. Fall. Sei dim N21, und es gebe ein p # P"[2, 3, 5, 7] mit
p | det N. Dann wird N von einem Geschlecht der Dimension kleiner 11
geteilt, das ein nicht reflektives Gitter entha lt (vgl. Anhang):
Sei zuna chst p3 mod 8:
Zq , q{p n (q)0 11
n ( p)0 11
p#1(8) p#5(8) p#7(8)











=p=+1 =p=&1 =p=+1 =p=&1 =p=+1 =p=&1
II4( p&1) II8( p+1) II4( p&1) II4( p+1) II4( p+1) II8( p&1) II2( p+1) II2( p+1) II6( p&1)
Sei nun p#3 mod 8 und N gerade: Ist n ( p)1 2 oder =p=+1, so wird N
von II6( p+1) geteilt. Ist n ( p)1 =1 und =p=&1, so wird N von II10( p
&1)
geteilt.
Sei N jetzt ungerade und p#3 mod 8:
Zq , q{2, p n(q)0 11
Z2 N ungerade, n (2)0 11
n( p)0 11
Zp n ( p)1 2 6 =p=+1 n
( p)
1 =1 7 =p=&1
p=11 p{11
p#1(3) p#&1(3)
II6( p+1) I4(11&1) I3( p&1) II2( p&1)
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2. Fall. Sei dim N21, und sei 7 der gro ?te Primteiler von det N.
Dann wird N von einem Geschlecht der Dimension kleiner 15 geteilt, das
ein nicht reflektives Gitter entha lt (vgl. Anhang):
Ist N ungerade, so wird das Geschlecht offensichtlich von I3(7&1) oder
I6(7+1) geteilt.
Sei N nun gerade. Dann ist insbesondere n (2)0 12:
Zq , q{2, 3, 5, 7 n (q)0 21
n (7)0 11
Z7 (n (7)1 2) 6 n
(7)
1 =1, =7=&1
(n (7)1 =1, =7=+1) ( O n
(7)
0 20)
Z5 n (5)0 11 n
(5)
0 11
n (3)0 15 n
(5)
1 7








Z2 N gerade, n (2)0 12 N gerade, n
(2)
0 12 N gerade, n
(2)
0 12 N gerade, n
(2)
0 12
n (2)0 16 n
(2)
1 6
II10(7+1) II14(7&1) II6(22II 7
&1) II4(3+17&1) II8(5+4)
3. Fall. Sei dim N21, und sei 5 der gro ?te Primteiler von det N.
Dann wird N von einem Geschlecht der Dimension kleiner 17 geteilt, das
ein nicht reflektives Gitter entha lt (vgl. Anhang):
Ist N ungerade, so wird das Geschlecht offensichtlich von I7(5&1) oder
I8(5+1) geteilt.
Sei N gerade, also insbesondere n (2)0 12. Sei zuna chst weiter voraus-
gesetzt, da? entweder n (5)1 2, oder n
(5)
1 =1, =5=+1 ist.
Zq , q{2, 3, 5 n (q)0 21
n(5)0 117 (n
(5)
1 2 6 (n
(5)
1 =1 7 =5=+1))
Z5 n (5)1 5 n
(5)
0 17






Z2 N gerade 7 n (2)0 12 N gerade, n
(2)
0 12 N gerade, n
(2)
0 12







II18(5+4) II12(5+1) II12(22II 5
+1) II10(22II 3
+3) II12(3+6)
135MAXIMALE DIMENSION VON LORENTZGITTERN
File: 641J 204534 . By:CV . Date:17:10:96 . Time:10:51 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 3535 Signs: 975 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
Es bleibt also der Fall zu betrachten, da? N gerade, n(5)1 =1 und
=5=&1 ist:
Zq , q{2, 3, 5 n (q)0 21




Z3 n(3)0 17 n
(3)
1 5
n (3)0 14 n
(3)
1 8
Z2 N gerade, n (2)0 12 N gerade, n
(2)
0 12 N gerade, n
(2)
0 12













&1) II14(3+1) II8(22II 5
&1) II16(3&6)
4. Fall. Sei dim N21 und 3 der gro ?te Primteiler von det N. Sei
weiter vorausgesetzt, da? entweder n (3)1 2 oder n
(3)
1 =1, =3=+1 ist. Dann
wird N von einem Geschlecht der Dimension kleiner 17 geteilt, das ein
nicht reflektives Gitter entha lt (vgl. Anhang):
Sei N ungerade:
Zq , q{2, 3 n(0)q 21
Z3 n(3)0 11 7 (n
(3)
1 2 6 (n
(3)




Z2 N ungerade 7 n (2)0 11 N ungerade 7 n
(2)
0 11








+3) I10(3+1) I10(3+1) II14(26II 3
+1)
Sei N nun gerade:
Zq , q{2, 3 n(q)0 21
Z3 n(3)0 11 7 (n
(3)
1 2 6 (n
(3)




Z2 N gerade 7 n(2)0 12 N gerade 7 n
(2)
0 12
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Es bleibt jetzt noch, die stark quadratfreien Geschlechter N zu
betrachten, fu r die entweder
|det N|=2k oder
|det N|=2k3 und =3=&1
fu r ein k # N ist. Die allgemeinen Teilbarkeitskriterien reichen fu r den
Beweis einer a hnlichen Dimensionsschranke wie oben nicht aus, wir
beno tigen eine Auflistung dieser Geschlechter mit Angabe ihrer Invarian-
ten. Der Fall der LorentzGitter la ?t sich auf den euklidischen zuru ck-
fu hren. Betrachten wir also zuna chst nur euklidische Gitter.
Sei N ein stark quadratfreies Geschlecht der Dimension n. Sei N # N
mit N[2]=N0 = 2N1 . Setze
n0 :=dim N0 , n1 :=dim N1 , S0 :=Typ von N0
und
S1 :=Typ von N1 .
Ist N 2-elementar, so ist N durch das Symbol (S0)n(2n1S1) bestimmt. Ist
det N=2n13 und =3=&1, so ist N durch (S0)n(2n1S1 3
&1) bestimmt.
Fu r zwei Geschlechter N1 und N2 bezeichne N1 = N2 die Menge aller
Gitter N1 = N2 mit N1 # N1 und N2 # N2 . Es ist N1 = N2 N3 fu r ein
Geschlecht N3 . In den fu r uns interessanten Fa llen berechnet sich das
Geschlechtssymbol von N3 leicht aus denen von N1 und N2 .
Um zu zeigen, da? ein Geschlecht N1 ein Geschlecht N3 teilt, genu gt es
also, ein Geschlecht N2 anzugeben, so da? das Geschlechtssymbol von dem
Geschlecht in dem N1 = N2 liegt mit dem von N3 u bereinstimmt. Da die
Geschlechter Il (1) und IIl (2 lI) in beliebigen Dimensionen ungleich 0
existieren, hat man z.B.:
Lemma 6.1. Es gilt:
(i) In$(2n$1I ) |In(2
n1













&1) | In(2n1II 3
&1), falls n$1=n1 und
n$&n$1n&n1 ist,
(iii) In$(2n$1I ) | IIn(2
n1
I ) bzw. IIn$(2
n$1
I 3
&1) | IIn(2n1I 3
&1), falls n$1n1 und
n$&n$1n&n1 ist.
Betrachten wir fu r feste S0 , S1 und beliebige n, n1 Geschlechter der Form
(S0)(2n1(S1) } } } ). Um nun fu r n0 und n1 innerhalb gewisser Schranken zu
zeigen, da? diese Geschlechter nicht reflektive Gitter enthalten, geben wir
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entweder ein Geschlecht an, das ein nicht reflektives Gitter entha lt und
dieses teilt (1.8, 1.9), oder wir geben Geschlechter N3 , N1 und N2 an, so
da? N1 = N2 N3 ist. Dabei entha lt N1 ein nicht reflektives Gitter, es ist
der Liste aus dem Anhang entnommen. N2 ist der Liste in Abschnitt 1.3
entnommen. Wichtig ist hier nur, da? ein Geschlecht mit dem angegebenen
Symbol existiert. N3 ist so gewa hlt, da? 6.1 anwendbar ist.
5. Fall. Sei N ein euklidisches, stark quadratfreies Geschlecht mit
det N=2n13, =3=&1 und dim N19. Wir zeigen, da? N nicht total
reflektiv ist.
Sei N # N mit N[2]=N0 = 2N1 . Es sind vier Fa lle zu unterscheiden, je
nach dem, ob N0 und N1 gerade bzw. ungerade sind.
(i) Sei N von der Form In(2n1I 3
&1): Wir zeigen die Behauptung
schon fu r n17. Die Existenzbedingungen implizieren n11. Ist n17, so
ist n0=n&n19.
9n012 (On15) : I12(23I ) = II1(21I 3&1)I13(24I 3&1)




(ii) Sei N von der Form In(2n1II 3
&1): Wir zeigen die Behauptung
schon fu r n18. Die Existenzbedingungen implizieren n1 #0 mod 2. Mit
n18 ist n09.
n1=0, 2 (On016) : I13(3&1)
n1=4 (On014) : I15(24II) = II2(3&1)I17(24II3&1)
n1=6 (On012) : I15(26II) = II2(3
&1)I17(26II3
&1)
n1=8 (On010) : I15(28II) = II2(3
&1)I17(28II3
&1)
n1=10 (On010) : I15(210II ) = II2(3
&1)I17(210II 3
&1)
n112 (On012) : II16(28II)
(iii) Sei N von der Form IIn(2n1I 3
&1): Bezeichne t1 die oddity von
N1 . Aufgrund der Existenzbedingungen gilt:
1. n11,
2. n+6#t1 mod 8 (1.4, der 3-excess ist 6),
3.
t1 #\1 mod 8 fu r n1=1
und
t1 #0, \1 mod 8 fu r n1=2 (1.3)
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(Es ist zu beachten, da? das Vorzeichen der 2-modularen Jordankom-
ponente im kanonischen Symbol gleich +1 ist.) Also ist n1 {1, falls
n0 #&2, 4 mod 8 ist, und es ist n1 {2, falls n0 #4 mod 8 ist. Wir zeigen
die Behauptung schon fu r n17. Dann ist n010, da das Geschlecht
gerade ist.
n026 : II24(1)
n0=24 : II17(21I 3
&1) = II8(1)II25(21I 3&1)
n0=22 (On1 {1) : II17(21I 3




n0=20 (On13) : II17(21I 3




n0=18 : II19(21I 3
&1)
n0=16 : II17(21I 3
&1)















(iv) Sei N von der Form IIn(2n1II 3
&1): Die Existenzbedingungen
implizieren:
1. n0 #0 mod 2 und n1 #0 mod 2,
2. n+6#0, 4 mod 8, d.h. n#\2 mod 8.
Dabei ist n+6#4 mod 8 nur mo glich, wenn n1>0 ist ( 1.4 (ii)). Nach
Voraussetzung ist n>18 und somit n010. Ist n026, so teilt II24(1) das
Geschlecht. Ist n010 und n110, so teilt II16(28II) das Geschlecht. Fu r
n34 ist eine der beiden Bedingungen erfu llt. Es bleiben noch folgende
Fa lle:
n=22, n1=2, 4, 6, 8;
n=26, n1=0, 2, 4, 6, 8;
n=30, n1=6, 8.




&1) existiert ein nicht reflektives Gitter, ebenso wie fu r
s=2, 3, 4 in den Geschlechtern II22(22sII 3
&1)$II20(22sII ) = II2(3&1) und
II30(22sII 3
&1)$II20(22sII ) = II2(3&1) = II8(1).
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6. Fall. Sei N ein 2-elementares, euklidisches, stark quadratfreies
Geschlecht. Sei entweder dim N21, dim N=19, oder, wenn dim N=
20 ist, sei N ungleich dem Geschlecht II20(22II). Dann ist N nicht total
reflektiv:
Sei N # N mit N[2]=N0 = 2N1 . Es sind wiederum die Fa lle wie oben zu
unterscheiden.
(i) Sei N von der Form In(2n1I ): Wir zeigen die Behauptung schon
fu r n17. Die Existenzbedingungen implizieren n11. Ist n17, so ist
n0=n&n19.
9n010 (On17) : I12(23I )
11n012 (On15) : I13(22I )
13n0 (n11) : I14(21I )
(ii) Sei N von der Form In(2n1II ): Die Existenzbedingungen impli-
zieren n1 #0 mod 2. Mit n19 ist n010.
n1=0 (On019) : I19(1)
n1=2 (On017) : I16(22II)
n1=4 (On015) : I15(24II)
n1=6 (On013) : I15(26II)
n1=8 (On011) : I15(28II)
n1=10 (On010) : I15(210II )
n112 (On012) : II16(28II)
(iii) Sei N von der Form IIn(2n1I ): Bezeichne t1 die oddity von N1 .
Aufgrund der Existenzbedingungen gilt:
1. n11,
2. n#t1 mod 8 und
3.
t1 #\1 mod 8 fu r n1=1
und
t1 #0, \2 mod 8 fu r n1=2.
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Also ist n1 {1, falls n0 #2, 4 mod 8 ist und n1 {2, falls n0 #2 mod 8 ist.
Es ist n19, also n010.
n026 : II24(1)
n0=24 : II24(1) = II1(21I )II25(2
1
I )
n0=22 : II23(21I )
n0=20 (On1 {1) : II22(22I )
n0=18 (On13) : II21(23I )
n0=16 : II19(23I )
n0=14 : II16(22I )
n0=12 (On17) : II15(23I )
n0=10 (On19) : II15(25I )
(iv) Sei N von der Form IIn(2n1II ): Die Existenzbedingungen
implizieren:
1. n0 #0 mod 2 und n1 #0 mod 2.
2. n#0, 4 mod 8.
Dabei ist n#4 mod 8 nur mo glich, wenn n1>0 ist. Nach Voraussetzung
ist n20 und somit n010. Ist n026, so teilt II24(1) das Geschlecht. Ist
n010 und n110, so teilt II16(28II) das Geschlecht. Fu r n36 ist eine der
beiden Bedingungen erfu llt. Zusammen mit den Existenzbedingungen ergibt
sich, da? noch folgende Fa lle zu betrachten sind:
n=20, n1=2, 4, 6, 8;
n=24, n1=0, 2, 4, 6, 8;
n=28, n1=4, 6, 8;
n=32, n1=8.
Fu r s=0, 1, ..., 12 existieren in II24(22sII ) nicht reflektive Gitter und somit
auch in II32(28II)$II24(28II) = II8(1).
Der Fall n=20 und n1=2 ist aus der Behauptung ausgenommen. Fu r
n=20 und n1=4, 6 und 8 enthalten die Geschlechter II20(2n1II ) nicht
reflektive Gitter, also auch II28(2n1II )$II20(2n1II ) = II8(1).
Bemerkung. Aus der von Borcherds [Bo] gezeigten Reflektivita t des
LorentzGitters II20(22II) = H folgt, da? das Geschlecht II20(22II) in der Tat
nur reflektive Gitter entha lt.
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7. Fall. Sei jetzt N ein stark quadratfreies Geschlecht von Lorentz
Gittern mit det N=&2n13, =3=&1 und dim N21. N entha lt nur eine
Isomorphieklasse, sei N # N ein Vertreter. Da die Dimension jeder
unimodularen Jordankomponente von N gro ?er als 10 ist, teilt eine hyper-
bolische Ebene H das Geschlecht N und somit auch N (1.15). Sei
N=H = L. Fu r L ist dann det L=2n13, =3=&1 und dim L19. Entweder
ist L oder F2 L stark quadratfrei, ist also aus einem in Fall 5 behandeltem
Geschlecht. Da fu r ein nicht reflektives Gitter M # gen F2 L das Gitter
F2 M # gen L ebenfalls nicht reflektiv ist, entha lt gen L in jedem Fall ein
nicht reflektives Gitter L$. Mit L = H ist auch L$ = H aus N und somit N
nicht reflektiv.
8. Fall. Sei N ein 2-elementares, stark quadratfreies Geschlecht von
LorentzGittern mit dim N21. Sei N # N. Wie oben spaltet N eine
hyperbolische Ebene H ab, also ist N=H = L fu r ein positiv definites
Gitter L. Ist L stark quadratfrei, so ist N nicht reflektiv, au?er wenn
L # II20(22II) ist. Dann ist N=H = L # II21, 1(2
2
II).
Andernfalls ist F2 L stark quadratfrei. Da N stark quadratfrei ist, kann
F2 L nicht aus dem Geschlecht II20(22II) sein. Nach Fall 6 entha lt gen F2L
und somit auch gen L ein nicht reflektives Gitter.
Mit Abschnitt 1.5 und den oben diskutierten Fa llen ergeben sich
Theorem 1 und Theorem 2.
APPENDIX A. NICHT TOTAL REFLEKTIVE,
EUKLIDISCHE GESCHLECHTER
Geschlechter mit Primzahldeterminante
p # P"[2, 3, 5, 7]
p#1 mod 8 p#3 mod 8 p#5 mod 8 p#7 mod 8
II8( p+1) II6( p+1) II4( p+1) II2( p+1)
II4( p&1) II10( p&1) II8( p&1) II6( p&1)
Geschlechter mit Primzahldeterminante
p#3 mod 8, p{3
p#&1 mod 3, p{11 p#1 mod 3 p=11
II2( p&1) I3( p&1) I4(11&1)
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